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Unstructured grids in 3D and 4D for a time-dependent
interface in front tracking with improved accuracy
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Abstract

.�	�� ����%��� ������ ��� �#����� �
	����	� 	� �� ��������� ���������� ���/
������ ��������� 	� 0��� �	��	������ 1� ���� ����� 2� ������+� ����� �#���
	� ��� ���� ��������	� ����	�� ���� �� ��� ��	�� ����%��� ����	�� 3�� ��
��� ������������ ������� ����� 4�� ���	�� �� � ���������� ����/+���� ��/
�	��������	� ����	�� 4�� ����� �� � ����/����� ���� ���	 ���� +���� �	� �
�	����
���
� ����%��� ���	����� 2��� ����	
�� �������#�
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	�
��� �������� ��������� ������� ��
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� ���	����� �	 ������ ��� ���	�
� ��� �������� �	�	�	�# 	� � �	
���
��	��� 4�� ��	�� ����%��� ����	� �6�������# ������ ��� �	2�� �������	���
�����	�� ��+����� �� ������ �� ��� ��	�� 
������� ��	������ �� ��� �������/
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��� ��2 �	�	�	�# ����� ��� +��������	�� 42	 ����	�� 7& 89 ��
� +��� ����
�	� ����� ����	���� 4�� :��� ����������� 	� ��� ���������� ������� ���� 
�� ������ ����/���� ����%���� 4��� ����	� �	�+���� ��������+���	� 	� ���
������� ���� ������� ��� ��� ��	����� �������	� +���� ���������� ;+������/
��	�<� 4��� ����	� �� �+�� �	 ��	
��� =�����# ��������� �	 ������ ��������
��� ����	�� ��	������	� 	� ��� ��������� +�� ����� 2��� �������� �������
�����	�� ���� ��� ��� +��������	� +��	��� 	
���# �	���������� � ���	��
����	� ����/+���� ����%��� ���	�������� ��� ��	�� ����� ��� �����������



���������� ���� �� � +��� ������ 1� 2�� ���
�	���# ���� �� �	������ �����/
��� 7-9� 4��� ����	� ������� ���� ��� ��������� ���������� ���� ���� 	� �
����������� ���� +�	�% 	��# 	���� 4��� ��������	� ������# ������:�� ���
�	�	�	����� 
������	� 	� ��� ��������� 2����� ��� +�	�%� >	2�
�� ��� �	 ���
��+���������� 	� ��� ���������/���� ���� ����������	� ��� =�����# 	� ��� �����/
������	� �� �	� ����������� 3�� ��������� ����	��� 2��� �	�+��� ��� �2	
����	��? �����# ��� 	� ��� ����/���� ��������� ������ ������� �6�����	� ���
�	�������	� +�� ��� 	� ��� ����/+���� ����	� �	� �	�	�	����� +��������	���

��	���� ���� ��������	� ��=�������� ������ ��	� � ��2 ���	����� �	� ���
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� ��	�� ����%��� ����	� 7@9� 4���%��� ����	�� ���
�	���# ��/
��	#�� ��� ��	��/���� ����	� �	� ��� �	��������	� 	� :���� ��5������ ��������
��	����� ��5����� 0��� �	��	����� 7)9� 4��� ����	� ��� +��� ����������
�� ��� �	�������	� 	� ��#����� ��	+���� ��=������ ��� ����������� 	� �
����� ����	�������# +�� �� �� �	� �	����
���
� +������ ��� 0�6�� ����������
���	��� ��	��/����� ����	� ������ �� �2	 ����� 	� ��� ���������� 3�� ��2
�	����
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� ����%��� ����	� �� +���� 	� ��� �������� 	� ��� �#����� 0�6
�� ��� �	
��� ���� +	�����#� 4	 �	 ���� 2� ���� �	 ������ �	�������	���
����� �� ����/����� �		��������� ���� ����� ��� �	����� +��2��� �2	 ���� ��
/
��� �� ��� ���� ��� ��� +	����� �� ���� +# ��� �	
��� ��	�� 	� ��� ����������
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The Dynamic Surface Grid for the 3D Front

�� ��������� �� � ������������	� 	� 2�
� ��	��� �� � 0	2� ��	���������# 
����� ��	��� �	����� 	� � ��� 	� �������� ���
�� ��	�� ��� +	�������� 	� ���
�������� ��� ��� ���
� +	�������� ������ �	���� � 
���� ��������� �� 	��
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� �� �	������� �������� 	��# ��������� ��	��
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2� ������ ��� ��������� �� ��+����� �� � �	����� ��+��� 	� ��� �� �	�/
������	��� �	����� 4�� �������� ��
��� ���� �	���� ���	 � ��� 	� �	�������
�	��	������ 4	�	�	����� �	��������# ��=����� ���� � �	��	���� �� ���=���#
�������� �� ���� ��
�� ����� �	���� 4�� ��������A���	� 	� �� ��������� ��
��
�� +# ������������ ���� ������� �� ��� ���	� 	� � ��� 	� ������ ����������
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������� 	� 2���� ��� ������ �	�����
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��	���# 	� �����# �� 2��� �� ��������
��	������� ;���� �� �=����	� 	� ����� ����������< ��� �
�� ��� �#�������
�=����	�� ��# ��
� � ���� ����	�������# ���	�� � ��������

B	���� 	� �� ��������� ��� ��	������� �� ���� ���� ���� �� � ��������# 	����/
�	� ����� �����	� ����� � �	��� �		������� �#���� ������� 2��� ��� ����������
4�� �	���� ��	������	� ���� �� +���� 	� ��� �	����	� 	� C������ ��	+/
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2�
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����� 4��� ������ ���������� ��� �	�������	� 	� ��� �������� 	� ���
��������� ��� 2��� �
�������# ���� �	 ��
��� ����	���	� �� ��� ��������� ����
��%� �� ��� ��������� ��������� 4��� �� � �	��	� ��	+��� 2��� ��� 
�/
�������� �#��	�#����� ����	�� 2��� 2���� ��	�� ����%��� ������ ���#
��������� �� ��� � ���� ����	��� �������������	� 	� ��� ��������� �	 ��������
����	����# 	� ��� ��������� ���� �	�� ��� ���������

�� ������	��� ��Æ����# 	����� ��� �	 2�
� ���������	�� ���� �� ��	����
����� 	5 	� ��	���� ������� ����� ��� ��	������	� ���	����� �	� ��� ��	��
�	���� �	�� �	� ��� ��	+�� �	�	�	����� ���	�����	� ������� ����������	�� ���
�	� �������� ������ ��	�� ��	������	�� 4�� ��������� ���� +� �6�������#
����%�� �	� ����������	�� ����� ���� ���� ���� ��� 2��� �������� �����
����������	�� ���� +� ���	�
���

4�� �	�	�	����� +��������	� ���	����� �� ��� ����/���� ����	� ��� �����
���� ����� ����������	� �������	� �������������	� 	� ������������ ��������� 
��� ��������� ������# 2���� ����#����� ��������� �����	�� ��� ���	
�� ���
��� �������� ��� ���	������� ���	 
���� �	�/������������ �����	���

��� ����� 	� �������� ��������� �	� ������� � �	��	� �	��� ��� ������ �	�
����������	��� 4�� +���� ���	����� �� ���������#� .���� ��� ���� 	� ��������/
��	� 	� ��� �2	 ������ ���������� +# ��� ��������� �� �	������� 4�� �2	
��������� ��� ����%�� �	 ��������� 2������ ���# +	�� ��	�� ���� ���� ���
�� �	 2� �	����� ��� 	
����� 	� ��� ���� �������� �	���� +# ��������/����
����������	��� 1� ���� �� 	
����� �6��� ���� 2� ���	�� ��� �2	 ������������
��������� ��� ����� ������� 	� ����������	��

.	� ���� ������������ �������� 	� ��� �2	 ������������ �������� ��� ��������/
��	� +	��� ��
��� �� ���	 �2	 �	�#�	��� ����� ���� +	����� +# ��� +	���
	� ��� ��	����� ���
� ��� ��� 	������� �������� ������ $���0# ��� ���	�����
���� � ��
��� ��� �	�=��� ������� 4�� �	���� �� :��� ��+����� �� � :����
��������� 2���� �� ���� ��+��
���� ���	 �������� ������ 2��� � ������ 
����6
��� ������ 4�� +���� 	������	�� ��� �	 ����������� � ����� ��� �	 ���	��
�������� �������

4�� :��� �2	 ����� ��	���� �� ��������� ��������� ���� �����:�� ��� ��� ��/
=��������� �	� � 
���� ��������� �6���� �	� ��� �	��������# 	� ��� ��+������
���	 ��� �	�������	��� �	����� .	� �������� ������� ��	�� ��� ����������	�
���
�� ��� �	��	���� ���+��� 	� ��� �	��	� ���� 	� ��� �������� �������
�� ���� ���
� ��� ���	�������� �	 ���� �� �� ���	���+�� �	 ������ �	��	�����



�	 ��� ����	�� 	� ��� �	�������	��� �	���� ��:��� +# ���� ���������� 3���
����� ������� �������� ��
� +��� ������:�� ��� ���	
�� ��� ���������
�������� 2��� ��:�� � �	�	�	������# �	�������� ���������� 
	��� ���	�����	�
���� ��� ����������	� �� �	� ��Æ����� �	 ���	�
� ��� ���	��������# ��� ��	+��
%�	2����� 	� ��� ��������� �	�	�	�# ��� ��	����# ���� +� ���� �	 �������#
��� ����#����� ������� ��������� �� ��� � �	+	�����# ����	� �	 �����#
��� ������� ���	�����	�� 1� � ������� +	������� �� ����������	� ���
� ���
	���� +	������ ���
�� �	� ��
	�
�� �� ��� ����������	� ��� ��������� ���	�/
�������	� ��	���� ���� ���� ������� ���� +� ��#����� ��� �� ��������� 1� �	
���� +	������ ���
�� �6��� ;�� �	� �6����� �� ��� �	�����	� 	� �2	 ��	���
��������< ���� 2� ������ �	 ��	������ ���	�����	� ��� ���	
� ������� ���/
����� ��	� ��� ����������	� ���� ��
� ����� ����� �	������ �	 ��� 	����
������� ���������

4�� ��:�����# 	� ��� ����/���� ���	����� �� ���� ��� ����������	�� 	� ��������
��� +� ��+�������# �	��������� ��� ������	�� ��%� ��� �������� ��	���� ����
�	+����

��	���� ����	� �	 ���	�
� �������� ��������� �	�	�	�# �� �	 ���	������� ���
��������� ����� ����	/�	�	�	�# 2����� ���� ����������� ���� +�	�% ���� 	� �
���� �����:�� �������� 1� �������� ��� ������� ���� �	� ���� ���	��������	� ��
��� ���� ������� 	� ��� �	�������	��� ���� ���� ��� ������� ��:��� +# ��� ����
������� 	� ��� �	�������	��� ����� 4��� ������ �� ��
���� ���	 ����� �����?
;&< D	����� ��� ��	������ 	� ��� ��������� ��� ��� ���� +�	�% ����� ;8<
��������� �	��	���� 
����� �� ��� ���� +�	�% �	����� ��� ��������� ���	�/
������� ��	������ ��� ;@< C��	������� � ��2 ��������� ����� ��� ���������
�	�������� ���� +�	�% ���� ��� ��������� ��	�������

4�� ����������	� ���	����� �� ����� ���������#� D	����� ��� ����������	�
	� ��� ����� 	� ��� �������� 2��� ��� ���� 	� ��� ���� ���� ��� ���� ���������
2������ ���� �	��� ���� +	�� ������ ��� ���� ��� 2����� ��� �	�
�6 ���� 	�
��� ����� �������� 
�������� 4	 ������ ��� ���+�� 	� ����������	� ����� 2�
��� � ������� �#�� ������ ;���	 ���� �	� ��� ���� ���� ����< �	 ������ �	� ����
���� +�	�% �� ��� ���	��������	� ������� ��� ���� 	� ��������� ���� ���������
���� +�	�%�

4�� ����������	�� 	� ��� ��������� 2��� ��� ���� ����� ��
���� ���� ���� ���	
� ��� 	� ��+�����
���� 1� ����	�� 2���� ��� ��������� �� �	� ������� ���
�	��	���� ��+��� 	� ��� ��������� ��	
��� � 2��� ��:��� �	��	���� ��+��
�	� ���� 	� ����� ��+�����
���� 1� ������� ��� ������� �	�� ��+�����
��� 2���
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� ��5����� �	��	���� ��+��� �� ����� 	��	���� ����	����� �� ��	����
���� ���� ���� �	 ��������� ��	������ ���� ��	���� ���	����������� �� ���
���������� 	� �	��	���� 
����� �	 ��� ��+�����
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� +��� ���	
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���� ��	������ �	 ���	������� ��� ����������

�� ��� �� ���	����� ������� �	 ��� 	�� +# 
	������ ��� D���� 7-9 �� �	�/
����� �������� �	 ���	������� ��� ��������� �� � ������ ���� +�	�% ��� ���
�����+�� 	� ��� +�	�% ������� �������� ���	 ��	+�� ��������� "	�� ���� ���
���	��������	� ���	����� ���	��������# ������� �	��������# 	� ��� �������
�������� ��������� ��	� �������� ���� +�	�%� ����� ��������� ��	������ ��	��
� �����:�� ������� ���� ��� ��� ���� �	� ��� ����� ���� �	����� ���� ���� ���
��� ��������� ��������� ��� ��=����� �	 ��
� ����� ���� ���% �������� ��	��/
���� ��	�� � ���� �����
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